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摘 要：给 出一类特殊的批量服务排队系统—— 公交系统的稳态概率分 布的求解过程 ，并在此基 

础上给出这类服务系统平均 队长的算法。文中给出具体例子说明计算过程。 
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The Solution to a Kind of Bulk Service Queueing System 

ZHOU Zhi—zhong ，ZHOU Ya—ping。 

(1．Economic& Management School，Tsinghua Univ．，Beijing 100084， 

China；2．Business School of USTC，Hefei 230027，China) 

Abstract：A kind of special bulk—service queueing system is discussed in the paper and the SO— 

lution tO the steady—state probability is given．On the basis of the solution，we discuss the 

method of computing the mean line length．M any examples are given tO show the process of 

computation． 
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0 引言 

对于批量服务系统，许多学者做了研究。Leonard Kleinrock[ 给出了一种特殊的批量服务 

系统 M／ ／1的平稳概率分布 ：7r 一(1一 )( ) ，其中z。是满足 料 一( + )·ZK+ =0 
‘ 0 ‘ 0 

以及 J z。J>1的解。徐光辉 。 也对 M／MK／1做了探讨，并给出类似结果。但他们所讨论的批量 

服务系统和现实中一种特殊的批量服务系统——公交系统略有oa,x．，公交服务系统服务的产 

生不依赖于系统的状态，打比方说，一辆列车刚刚开过，即使站台上空无一人，下辆列车的到达 

间隔已经开始计时了。而 Leonard Kleinrock和徐光辉所指的服务系统和传统的服务系统一 
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致，即：系统非空时服务间隔才开始计时。这两者的区别在计算机仿真时尤为明显。本文主要 

讨论一种特殊的批量服务排队系统——公交系统的求解。J．Medhics 给出了这类服务系统概 

率母函数的形式，但未能进一步探讨母 函数中未知数的求法。J．W．CohenEt 在其经典著作 

《The Single Server Queue》中给出批量服务系统各项指标的精确数学表达形式，然而 J．w． 

Cohen在求解中使用了大量艰涩难懂的数学工具，因此所得结果也仅有理论上的意义。本文给 

出了对这类系统最重要的参数——稳态概率分布的一般求法，所用的数学工具也较为简单，有 

较强的操作性。 

对于期望队长，华兴[5]给出了G／G／1系统期望队长的一种求法，避开了求解 ：志·7C／t的繁 

琐 过程，在 7C／t的精确表达式无法得到的情况下，这种方法尤为有用。本文参考了华兴的思路， 

给 出求解期望队长的一般解法。本文的批量服务系统比较特殊 ，在求出 ，⋯， x一 之后就可以 

求出期望队长，而华兴对 G／G／1系统的求解结果不能做到这一点。 

1 基本模型 

考虑以下排队系统：(1)顾客到达系统符合参数为 的泊松分布；(2)系统每隔一段时间 

产生一次服务， 的概率密度函数为 b(t)；(3)服务时间足够短 ，可忽略不计 ，每次服务都是批 

量服务 ，最大批量为 K。 

显然，该系统服务的产生不依赖于系统状态，即使系统内无顾客等候 ，服务也会发生。服务 

机构就 象按 照时间表 (Time—table)运行一样 ，完全 独立于 系统状态。不妨 将此 系统 称为· 

M／G ／1系统 。 

2 平稳分布的解析解 

设P{ f}一B(f)一I b(t)dt，令 为第，z批顾客离开之后仍留在系统内的顾客人数， 

不难证明{N }组成一个马尔科夫链。A 表示在第 ，z批顾客离去时刻与第 ，z+ 1次服务发生时 

刻之间系统新增的顾客人数。 表示这段时间的长度。这里的{ }和{A }都是独立同分布的 

随机变量序列 。 

{A }的概率分布满足： 
∞  

一 P{A 一志}一 l P{An一志l 一t}dB(f) 
J 0 

一 』 e 鼬)(o 志<。。) 

为使平稳分布存在，要求 P一 一至 < 。我们有以下关系式 ： 

一  

^ 

： 
设 P —P{N 一J lN 一i}，由马尔科夫链的特性，P —P{N + 一0 IN 一i}一P{A 

K一 一∑口 (o i K)，P 一0( >K)，P —P{N +1一J IN = }一P{A 一 
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K + i一 )= aK+ ( > 0，0 i K + )，P{Ⅳ + 1一 J J N 一 )= o(j 0，i> K + 

)，由此得到一步转移概率矩阵： 

P == 

P{A K ) 

P{A K 一 1) 

P{A 0) 

0 

0 

0 

M  

P{A — K + 1) 

P{A — K) 

P{A 一 1) 

P{A 一 0) 

0 

0 

M  

P{A — K + 2) ⋯ 

P{A — K + 1) ⋯ 

P{A 一 2) ⋯ 

P{A 一 1) ⋯ 

P(A 一 0) ⋯ 

0 ⋯  

M  ··· 

将 N 的稳态概率分布记为 7r，7r— Or0，7r1，7r2，⋯)，由 7rP一 7r得到稳态方程组： 

一 ∑ ∑叩， 

．{ 。 (*) 
【 一∑a 7r 一，( >0) 

设：Ⅱ (s)一∑邵i，A(s)一∑ ，ⅡA (s)一∑ ∑丌jal--j 一丌n口。+Or a。+丌0a )s+⋯ 

+(1rKa。+7rK一 +⋯+丌0aK)S 为Ⅱ (s)·A(s)的前(K+1)项。 
由稳态方程组(*)可以得到： 

Ⅱ ㈤ 一 

由于概率母函数l l(s)中含有未知量丌0，丌】，⋯，丌 ，下面将它们求出。首先证明A(s)一s 在 
l S l< 1内有 K一 1个根：A(s)是母函数 ，故在 l S l 1上解析，A(s)一S 一 (s一 1)[一P(s) 

K K --n一 1 ∞ ^一 K一 1 K 

+Q(s)]，其中，P(s)一∑ ∑ ans'Q(s)一∑ ∑ (TlnS"在 一1上，I P(1)l一∑ (K一 
0 — 0  ̂ K 0 ^鲁 0 

)，l Q(1)l： ( — K)。而 由lD< 1=>K> E(An)一 · 知： 

这样 ，在 f S f一 1上，fP(s)f> fQ(s)f。由Rouch6定理，A(s)一S 一 (s一1)(一P(s)+Q(s)) 

在 <1内有K一1个限，加上一个s。一1，在 1上有K个根。但丌 (s)是母函数，在 
l SI 1内处处解析，因而分子必含有因式项(s一 1)(s—S )⋯(s— S 一 )，否则分母在 S—S ( 

=o，1，⋯，K一1)处取0，丌 ( )在 1上将存在极点。由于分子恰好是K次多项式，所以 
恰可写成 ：C(s一 1)(s— S )⋯(s—SK--1)(其中 C是一个待定常数)。设 F(s)= (s一 1)(s— 

S1)⋯(s— SK一1)，G(s)一 A(s)一S ，母 函数可以写成： 

Ⅱ∽一 一％ 
由于丌 (1)一1，由洛毕达法则： 

C．F，(s)1 ． G，(s)I 
一  L 一  

K 

一 

∑一 

> 

— 

K 

∑一 

∑一 

> 

∑一 

K 
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因而Ⅱ (s)可以通过求解A(s)一s 所有单位圆内的根以及C加以确定。另外我们还有： 

觚，一薹』 e ∽=Ioe-"-~'dB∽一 一 
例 1 服务问隔服从负指数分布，即6(f)一 ，满载量 1人，即 K 一 1。 

解 由6(f)一 可以推出：B。( )一 ，则：A( )一 B ( 一 )一 。 

丌 ( )一 ± 
一  

_ 。  

显然分母在单位圆上只有一个根 s一 1，分子可以写成 C(s一 1)，由洛毕达法则可得：C—lD一 

1。其中 ID一 ,Vff，这样由： 

Ⅱ∽一 I二 一cP一 c 一cP一 P+ 
一 (1一lD )一(1D一1)∑ s 

可以得到：7r0— 1一 p ， 一 (1一 p)ff'州，k I 

例 2 若服务问隔服从单点分布，即：服务问隔定长，b(1／ff)一 1，6(f)一O(t≠ llff)，满载 

1人 ，即 K — I。 

解 容易算出： 一 e-*／u,A( )一 ．P(t ，分子同样可以写成 c( 一 1)，由洛毕达 

法贝Ⅱ：C— ID一 1，这样 7r0一 P (1一 lD)，7r1一 P ( 一 lD一 1)(1一 lD)。 

例 3 服务问隔服从负指数分布 6(f)一 fie一 ，满载 K 人。 

解 Ⅱ (s)一 1-I A(s)一7r。 ( + 一 )(Ⅱ A(s)一7r。s ) 
A(s)一 s 一 一 sK( + 一 ) 

因为分母恰好有 K 个在单位 圆内的根，因此分子也应该有与之相同的 K 个根。显然分子 

有一个根( + )／ >1，而丌 A( )一 是K次多项式，恰有K个根，因此可以与分母相 
互消掉一个 K次多项式，剩下一个常数。分母是 K-I-1次多项式，剩下(s—SO)项，其中so是分 

母 K -I-1次多项式在单位圆之外的一个根。故利用洛毕达法则： 

晤 一 ! ± 二 2一 ! 二 Q2 1 ± 二 2一 ! Q二 ! ± 二 
一  

s — s0 一  s
— s0 一 (1一 s／s0)s0 

一  c⋯  c c⋯  c 。P 嘉 
一  

(⋯  一 (⋯  1 一 P 一 ( 

3 平均等待时间和平均队列长度： 

如前所述 ： N +1一max(O，N + A 一K) 

f0 (if N + A 一 K O) 记 
一

i一(Ⅳ +A 一K)(if N +A 一K o) 
则 N +l一 (Ⅳ + A 一 K)+ (Ⅳ计1一 ) 一 (Ⅳ + A 一 K) ， 

记 一A 一K，展开并注意到Ⅳ + 一0，我们有 Ⅳ：+ + 一N：+ +2N U ，注意到 Ⅳ 
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与A 无关 ，从而与 无关 ，两边取期望并让 n— o。(因而 E(Nz+ )一 E(Ⅳ：)得：E(Ⅳ)一 

旦 
，其中 E( 。)一 口r( )+ (E( ))。一 口r( )+ ( —E[A])z， 可解释为 

每趟列车经过时闲置的座位，因而E[ 。]一E[ 。l +A 一K O]=E[(Ⅳ +A 一K)。lⅣ 

+ 以 一K O]一K。·7I'O~to+ (K一1)。(~roa1+丌1口o)+⋯ +(~roaK一1+丌1口K一2+ ⋯ +丌K一1口o)。 

可见 ，只要求出 丌o，丌 一，丌 一 就可以得到 E[ 。]之值，进而可求 E[N]。但是要求 丌。，丌 ．．， 

丌 一 ，需要求解 以( )一 s 单位圆内的根，一般情况下，找到这些解的解析形式是十分困难的。 

如果精度要求不高，我们可以通过计算机模拟找到 丌o，丌 ”，丌 一 的近似值，代入式中可以求 

出 E(Ⅳ)。 

例 4 条件同例 1，求平均队长。 

解 

以(s)一 以 ( )l 1一E(以)一』D，A (s)l 一1+以 (s)I~=1--E(Az、=2p。+』D 

Var(A)一E(A。)一EE(A)]。一』D。+』D，E(以)一』D， 

印 。]～ 。 (卜  · 一 _1 

删  一 一 一 ： 。 

例 5 条件同例 2，求平均队长。 

解 Var(A)一 』D，E(A)一』D，E[ 。]一 ep(1一 』D)·e一 一 1一』D， 

E(Ⅳ)一堡 一 二 一 一 T譬 。 

4 结束语 

当服务间隔满足负指数分布时，批量服务系统的解析解可以求出。但如果不满足负指数分 

布 ，解析解难以求出，困难在于 A(s)一s 一0在单位圆内的所有解的求解。但本文给出了求解 

这类服务系统的方向，在一些特殊情况下，以(s)一 s 一 0在单位圆内的解还是可以通过数值 

迭代的方法得到近似解。也可以通过连乘转移概率矩阵的方法得到稳态概率分布的近似解。 

对于这类复杂服务系统的研究，计算机仿真也是一种有效的方法。但计算机仿真容易产生 

累计误差 ，在 接近1时，误差就更为明显。不过计算机仿真结果也可以作为对数值迭代方法求 

解的结果的一个参考。摄动法也可用于这类系统的求解 ，它可以给出解的取值范围，将这种思 

想用于计算机仿真，可以检测仿真结果的波动范围和可靠性 。 
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